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强化学习的最终目标是寻找最优策略，因此需要明确最优策略的严格定义。本章包含一个核心

概念与一个核心工具：核心概念是最优状态价值，基于它可以定义最优策略；核心工具是贝尔曼最

优方程（Bellman Optimality Equation, BOE），通过求解该方程可以得到最优状态价值与最优
策略。

本章与前后章节的关联如下：第 2 讲介绍了任意给定策略对应的贝尔曼方程，本章介绍的贝尔
曼最优方程是一类特殊的贝尔曼方程，其对应的策略为最优策略；第 4 讲将介绍的值迭代算法，正
是求解贝尔曼最优方程的数值算法。

3.1 动机示例：如何改进策略

我们通过一个简单的网格世界示例说明策略改进的基本思想。示例中橙色格子为禁区，蓝色格

子为目标区域。给定一个初始策略，它在状态 s1 选择向右的动作 a2，这并非最优选择。

直觉层面：在状态 s1 选择向下的动作 a3 可以避免进入禁区，从而获得更高的长期回报，策略

因此得到改进。

数学层面：上述直觉可以通过计算状态价值与动作价值严格验证。

首先计算给定策略 π 下的状态价值，该策略对应的贝尔曼方程为：
vπ(s1) = −1 + γvπ(s2)

vπ(s2) = 1 + γvπ(s4)

vπ(s3) = 1 + γvπ(s4)

vπ(s4) = 1 + γvπ(s4)

取折扣因子 γ = 0.9，可解得：

vπ(s4) = vπ(s3) = vπ(s2) = 10, vπ(s1) = 8

接下来计算状态 s1 下所有动作对应的动作价值：

qπ(s1, a1) = −1 + γvπ(s1) = 6.2

qπ(s1, a2) = −1 + γvπ(s2) = 8

qπ(s1, a3) = 0 + γvπ(s3) = 9

qπ(s1, a4) = −1 + γvπ(s1) = 6.2

qπ(s1, a5) = 0 + γvπ(s1) = 7.2

可以看到动作 a3 对应的动作价值最大，满足：

qπ(s1, a3) ≥ qπ(s1, ai), ∀i ̸= 3



因此，将策略更新为在 s1 处选择动作 a3，即可得到更优的策略。

该示例揭示了策略改进的基本思想：将策略更新为选择动作价值最大的动作，即可得到更优的

策略。这也是绝大多数强化学习算法的核心思路。

3.2 最优状态价值与最优策略

强化学习的最终目标是获得最优策略，而最优策略的定义基于状态价值。对于两个策略 π1 和

π2，若对任意状态 s ∈ S，都有 vπ1
(s) ≥ vπ2

(s)，则称策略 π1 优于 π2。进一步地，若一个策略优于

所有其他可能的策略，则称其为最优策略。

定义

最优策略与最优状态价值：若策略 π∗ 满足对任意状态 s ∈ S 以及任意其他策略 π，都有

vπ∗(s) ≥ vπ(s)

则称 π∗ 为最优策略，其对应的状态价值 vπ∗ 称为最优状态价值，记为 v∗。

基于该定义，自然引出一系列基础问题：- 存在性：最优策略是否一定存在？- 唯一性：最优策
略是否唯一？- 随机性：最优策略是随机策略还是确定性策略？- 算法：如何求解最优策略与最优状
态价值？

本章后续内容将逐一解答这些问题。

3.3 贝尔曼最优方程

分析最优策略与最优状态价值的核心工具是贝尔曼最优方程（BOE），求解该方程即可得到最
优策略与最优状态价值。

对任意状态 s ∈ S，贝尔曼最优方程的元素形式为：

v(s) = max
π(s)∈Π(s)

∑
a∈A

π(a | s)

(∑
r∈R

p(r | s, a)r + γ
∑
s′∈S

p(s′ | s, a)v(s′)

)
= max

π(s)∈Π(s)

∑
a∈A

π(a | s)q(s, a)
(1)

其中 v(s), v(s′) 是待求解的未知变量，动作价值函数定义为：

q(s, a)
.
=
∑
r∈R

p(r | s, a)r + γ
∑
s′∈S

p(s′ | s, a)v(s′)

式中 π(s) 表示状态 s 处的策略，Π(s) 表示状态 s 处所有可能策略构成的集合。

贝尔曼最优方程是一个非线性方程，围绕它需要解答以下核心问题：解的存在性、解的唯一性、

求解算法、解与最优策略的对应关系。

3.3.1 方程右端的最大化问题

贝尔曼最优方程看似包含 v(s) 和 π(a | s) 两个未知变量，但二者可以分步求解：先固定 v(s)，

求解右端最大化问题得到最优策略；再代入方程求解最优价值。

我们通过一个简单例子理解该思路：给定 q1, q2, q3 ∈ R，寻找非负系数 c1, c2, c3满足 c1+c2+c3 =

1，使得
∑3

i=1 ciqi 最大。不妨设 q3 ≥ q1, q2，则最优解为 c∗3 = 1，c∗1 = c∗2 = 0。
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将该结论推广到策略最大化问题：由于
∑

a∈A π(a | s) = 1 且 π(a | s) ≥ 0，加权和
∑

a∈A π(a |
s)q(s, a) 的最大值等于最大的动作价值，即

max
π(s)

∑
a∈A

π(a | s)q(s, a) = max
a∈A

q(s, a)

等号成立当且仅当策略将全部概率赋予动作价值最大的动作：

π(a | s) =

1, a = a∗

0, a ̸= a∗

其中 a∗ = arg maxa q(s, a)。

由此得到重要结论：最优策略是确定性的贪心策略，在每个状态选择动作价值最大的动作。

3.3.2 矩阵-向量形式

贝尔曼最优方程是定义在所有状态上的方程组，可整理为紧凑的矩阵-向量形式：

v = max
π∈Π

(rπ + γP πv) (2)

其中 v ∈ R|S| 为状态价值向量，maxπ 表示按元素逐个取最大值。rπ 和 P π 与普通贝尔曼方程中的

定义一致：- [rπ]s =
∑

a∈A π(a | s)
∑

r∈R p(r | s, a)r - [P π]s,s′ =
∑

a∈A π(a | s)p(s′ | s, a)
由于最优策略由价值 v 决定，方程右端是关于 v 的函数，记为

f(v)
.
= max

π∈Π
(rπ + γP πv)

于是贝尔曼最优方程可简写为不动点形式：

v = f(v) (3)

3.3.3 压缩映射定理

贝尔曼最优方程是形如 v = f(v) 的非线性不动点方程，分析这类方程的核心工具是压缩映射

定理（又称不动点定理）。

定理 3.1 压缩映射定理

对于方程 x = f(x)（x 与 f(x) 为实向量），若映射 f 是压缩映射，即存在 γ ∈ (0, 1)，使得对

任意 x1, x2 都有

∥f(x1)− f(x2)∥ ≤ γ∥x1 − x2∥

则以下三条性质成立：

1. 存在性：存在不动点 x∗ 满足 f(x∗) = x∗。

2. 唯一性：不动点 x∗ 是唯一的。

3. 迭代收敛性：迭代过程 xk+1 = f(xk)（k = 0, 1, 2, . . .）对任意初始值 x0 都收敛到 x∗，且收

敛速度为指数级。

压缩映射定理不仅保证了解的存在性与唯一性，还给出了数值求解算法——迭代法。
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证明

我们通过柯西序列的性质分四步证明该定理。

第一步：证明迭代序列 {xk}∞k=1 是柯西序列

由压缩映射性质，相邻迭代项满足：

∥xk+1 − xk∥ = ∥f(xk)− f(xk−1)∥ ≤ γ∥xk − xk−1∥

递推可得：

∥xk+1 − xk∥ ≤ γk∥x1 − x0∥

对任意 m > n，由三角不等式：

∥xm − xn∥ ≤
m−1∑
k=n

∥xk+1 − xk∥

≤
m−1∑
k=n

γk∥x1 − x0∥

≤ γn

∞∑
k=0

γk∥x1 − x0∥

=
γn

1− γ
∥x1 − x0∥

由于 γ < 1，当 n → ∞ 时右端趋于 0，因此 {xk} 是柯西序列，必定收敛到某个极限 x∗ =

limk→∞ xk。

第二步：证明极限 x∗ 是不动点

由 ∥xk+1 − xk∥ ≤ γk∥x1 − x0∥，当 k → ∞ 时 ∥f(xk)− xk∥ → 0，因此在极限处有 f(x∗) = x∗，

即 x∗ 是不动点。

第三步：证明不动点唯一

假设存在两个不动点 x∗ 和 x′，满足 f(x∗) = x∗ 且 f(x′) = x′。则：

∥x′ − x∗∥ = ∥f(x′)− f(x∗)∥ ≤ γ∥x′ − x∗∥

由于 γ < 1，该不等式成立当且仅当 ∥x′ − x∗∥ = 0，即 x′ = x∗，故不动点唯一。

第四步：证明指数级收敛速度

由第一步的结论，令 m → ∞ 可得：

∥x∗ − xn∥ ≤ γn

1− γ
∥x1 − x0∥

误差随迭代步数 n 指数衰减，因此收敛速度为指数级。

3.3.4 贝尔曼最优方程右端的压缩性质

要将压缩映射定理应用于贝尔曼最优方程，需要证明 f(v) 是压缩映射。
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定理 3.2 f(v) 的压缩性质

贝尔曼最优方程右端的映射 f(v) = maxπ∈Π(rπ + γP πv) 是无穷范数下的压缩映射，即对任意

v1,v2 ∈ R|S|，都有

∥f(v1)− f(v2)∥∞ ≤ γ∥v1 − v2∥∞

其中 γ ∈ (0, 1) 为折扣因子，∥ · ∥∞ 为向量的无穷范数（最大绝对值范数）。

证明

设 π∗
1 = arg maxπ(rπ + γP πv1)，π∗

2 = arg maxπ(rπ + γP πv2)，则由最大值的定义有：

f(v1) = rπ∗
1
+ γP π∗

1
v1 ≥ rπ∗

2
+ γP π∗

2
v1

f(v2) = rπ∗
2
+ γP π∗

2
v2 ≥ rπ∗

1
+ γP π∗

1
v2

上述比较均为按元素比较。

对 f(v1)− f(v2) 做放缩：

f(v1)− f(v2) = rπ∗
1
+ γP π∗

1
v1 −

(
rπ∗

2
+ γP π∗

2
v2

)
≤ rπ∗

1
+ γP π∗

1
v1 −

(
rπ∗

1
+ γP π∗

1
v2

)
= γP π∗

1
(v1 − v2)

同理可得：

f(v2)− f(v1) ≤ γP π∗
2
(v2 − v1)

因此有双向不等式：

−γP π∗
2
(v1 − v2) ≤ f(v1)− f(v2) ≤ γP π∗

1
(v1 − v2)

定义向量 z，其每个元素为对应位置上界与下界的绝对值的最大值，则 |f(v1)−f(v2)| ≤ z，因

此：

∥f(v1)− f(v2)∥∞ ≤ ∥z∥∞

对 z 的第 i 个元素，设 pT
i 和 qT

i 分别为 P π∗
1
和 P π∗

2
的第 i 行，则：

zi = max
{
γ|pT

i (v1 − v2)|, γ|qT
i (v1 − v2)|

}
由于状态转移矩阵的行和为 1 且元素非负，因此：

|pT
i (v1 − v2)| ≤ pT

i |v1 − v2| ≤ ∥v1 − v2∥∞

同理 |qT
i (v1 − v2)| ≤ ∥v1 − v2∥∞。

因此 zi ≤ γ∥v1 − v2∥∞，对所有 i 取最大值得：

∥z∥∞ ≤ γ∥v1 − v2∥∞

联立可得 ∥f(v1)− f(v2)∥∞ ≤ γ∥v1 − v2∥∞，压缩性质得证。

3.4 从贝尔曼最优方程求解最优策略

基于压缩映射定理，我们可以严格分析贝尔曼最优方程的解，并得到最优状态价值与最优策略。
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求解最优状态价值 v∗

若 v∗ 是贝尔曼最优方程的解，则满足：

v∗ = max
π∈Π

(rπ + γP πv
∗)

即 v∗ 是映射 f 的不动点。结合压缩映射定理，可得到如下核心结论。

定理 3.3 解的存在性、唯一性与迭代算法

对于贝尔曼最优方程 v = f(v) = maxπ∈Π(rπ + γP πv)：

1. 存在唯一的解 v∗，即最优状态价值；

2. 可通过迭代算法求解：

vk+1 = f(vk) = max
π∈Π

(rπ + γP πvk) , k = 0, 1, 2, . . .

对任意初始值 v0，迭代序列 vk 都将以指数速度收敛到 v∗。

该迭代算法就是第 4 讲将详细介绍的值迭代算法。

求解最优策略 π∗

得到最优状态价值 v∗ 后，最优策略可通过下式求解：

π∗ = arg max
π∈Π

(rπ + γP πv
∗)

将 π∗ 代入贝尔曼最优方程可得：

v∗ = rπ∗ + γP π∗v∗

这说明 v∗ = vπ∗，即最优状态价值正是最优策略对应的状态价值，贝尔曼最优方程是对应最优策略

的特殊贝尔曼方程。

接下来的定理保证了上述解的最优性。

定理 3.4 v∗ 与 π∗ 的最优性

贝尔曼最优方程的解 v∗ 是最优状态价值，对应的 π∗ 是最优策略。即对任意策略 π，都有

v∗ = vπ∗ ≥ vπ

其中不等号为按元素比较。

证明

对任意策略 π，其状态价值满足贝尔曼方程：

vπ = rπ + γP πvπ

由 v∗ 的定义，有：

v∗ = max
π

(rπ + γP πv
∗) = rπ∗ + γP π∗v∗ ≥ rπ + γP πv

∗

两式相减得：

v∗ − vπ ≥ (rπ + γP πv
∗)− (rπ + γP πvπ) = γP π(v

∗ − vπ)
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反复应用该不等式递推可得：

v∗ − vπ ≥ γnP n
π(v

∗ − vπ)

当 n → ∞ 时，由于 γ < 1 且 P n
π 是行和为 1 的非负矩阵，右端趋于零向量，因此：

v∗ − vπ ≥ 0

即对任意策略 π 都有 v∗ ≥ vπ，最优性得证。

贪心最优策略

进一步地，我们可以证明存在确定性的贪心最优策略。

定理 3.5 贪心最优策略

对任意状态 s ∈ S，如下确定性贪心策略是最优策略：

π∗(a | s) =

1, a = a∗(s)

0, a ̸= a∗(s)
(4)

其中 a∗(s) = arg maxa q∗(s, a)，最优动作价值定义为：

q∗(s, a)
.
=
∑
r∈R

p(r | s, a)r + γ
∑
s′∈S

p(s′ | s, a)v∗(s′)

证明

最优策略的元素形式为：

π∗(s) = arg max
π∈Π(s)

∑
a∈A

π(a | s)q∗(s, a)

由 3.3.1 节的结论，加权和
∑

a π(a | s)q∗(s, a) 在策略将全部概率赋予最大动作价值的动作时
取得最大值，因此上述贪心策略是最优策略。

关于最优策略，有两点重要性质：- 唯一性：最优状态价值 v∗ 是唯一的，但对应的最优策略不

一定唯一，可能存在多个策略达到相同的最优状态价值。- 随机性：最优策略可以是随机的也可以是
确定性的，但一定存在确定性的贪心最优策略。

3.5 影响最优策略的因素

通过贝尔曼最优方程可以分析影响最优策略的因素。从方程形式可以看出，最优状态价值与最

优策略由三个要素决定：即时奖励 r、折扣因子 γ、环境模型 p(s′ | s, a) 和 p(r | s, a)。

折扣因子的影响

折扣因子 γ 决定了智能体的“远见程度”：- 当 γ 较大时（如 γ = 0.9），智能体更看重长期回

报，愿意承担短期风险以获取更高的长期收益，甚至愿意穿过禁区到达目标区域。- 当 γ 较小时（如

γ = 0.5），智能体变得短视，会规避短期风险，选择更保守的路径绕开禁区。- 当 γ = 0 时，智能体

完全只看即时奖励，无法规划到达目标的路径。

此外，状态价值的空间分布呈现出“离目标越近价值越高”的规律，这正是折扣因子作用的体

现：路径越长，未来奖励的折扣衰减越严重。
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奖励值的影响

调整奖励值可以改变智能体的行为偏好。例如增大禁区的惩罚（如从-1 改为-10），最优策略将
主动避开所有禁区。

但奖励值的调整并非都会改变最优策略，最优策略对奖励的仿射变换具有不变性。

定理 3.6 最优策略不变性

设原 MDP 的最优状态价值为 v∗，满足 v∗ = maxπ(rπ + γP πv
∗)。若将所有奖励做仿射变换

r → αr + β（其中 α > 0，α, β ∈ R），则新的最优状态价值为：

v′ = αv∗ +
β

1− γ
1 (5)

其中 1 为全 1 向量。由此得到的最优策略与原最优策略完全相同，即最优策略在奖励的仿射
变换下保持不变。

证明

奖励做仿射变换后，策略的即时奖励向量变为 r′
π = αrπ + β1，新的贝尔曼最优方程为：

v′ = max
π∈Π

(αrπ + β1+ γP πv
′)

我们猜测解的形式为 v′ = αv∗ + c1，其中 c = β/(1− γ)，代入方程右端：

max
π

(αrπ + β1+ γP π(αv
∗ + c1)) = max

π
(αrπ + β1+ αγP πv

∗ + cγ1)

= αmax
π

(rπ + γP πv
∗) + (β + cγ)1

其中利用了 P π1 = 1 的性质。

由于 v∗ = maxπ(rπ + γP πv
∗)，代入得：

右端 = αv∗ + (β + cγ)1

令其等于左端 αv∗ + c1，解得 c = β + cγ，即 c = β/(1− γ)，与假设一致。

因此 v′ = αv∗ + β
1−γ

1 是新方程的解。由于解唯一，这就是新的最优状态价值。

由于仿射变换不改变动作价值之间的相对大小关系，因此贪心最优策略保持不变。

避免无意义绕路

一个常见的疑问是：如果每步移动的即时奖励为 0，最优策略是否会在到达目标前无意义地绕
路？

答案是否定的。即使每步即时奖励为 0，折扣因子也会自动促使智能体尽快到达目标：绕路会
增加轨迹长度，导致未来目标奖励的折扣衰减更严重，从而降低总回报。因此，更短的轨迹对应更

高的折扣回报，最优策略不会选择无意义的绕路。

备注

为每步移动增加负奖励以促使智能体走最短路径，本质上是对奖励做仿射变换，并不会改变最

优策略。折扣因子本身已经隐含了“尽快到达目标”的激励。
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3.6 本章小结

本章的核心概念是最优策略与最优状态价值：若一个策略在所有状态上的状态价值都不低于其

他任何策略，则称其为最优策略，对应的状态价值为最优状态价值。

本章的核心工具是贝尔曼最优方程，它是一个具有压缩性质的非线性不动点方程。通过压缩映

射定理可以证明：该方程存在唯一的最优状态价值解，且可通过迭代算法指数收敛到该解；对应的

贪心策略即为最优策略。

本章的结论是后续值迭代、策略迭代等核心算法的理论基础。

3.7 常见问题解答

• Q：最优策略的定义是什么？
A：若一个策略对应的状态价值在所有状态上都大于等于其他任意策略，则该策略为最优策略。该
定义适用于表格型强化学习，函数近似场景下需要采用其他评价标准。

• Q：贝尔曼最优方程为什么重要？
A：它同时刻画了最优策略与最优状态价值，求解该方程即可得到最优策略与对应的最优状态价
值。

• Q：贝尔曼最优方程属于贝尔曼方程吗？
A：是的。贝尔曼最优方程是一类特殊的贝尔曼方程，其对应的策略为最优策略。

• Q：贝尔曼最优方程的解是唯一的吗？
A：最优状态价值的解是唯一的，但对应的最优策略不一定唯一，可能存在多个策略达到相同的
最优状态价值。

• Q：分析贝尔曼最优方程解的关键性质是什么？
A：方程右端的映射是压缩映射，因此可以应用压缩映射定理分析解的存在性、唯一性与收敛性。

• Q：最优策略一定存在吗？
A：是的，基于贝尔曼最优方程的分析，最优策略总是存在的。

• Q：最优策略是随机的还是确定性的？
A：最优策略既可以是随机的也可以是确定性的，但一定存在确定性的贪心最优策略。

• Q：如何得到最优策略？
A：通过迭代算法求解贝尔曼最优方程，得到最优状态价值后，取贪心策略即可得到最优策略。后
续章节介绍的各类强化学习算法，本质上都是在不同设定下求解最优策略。

• Q：减小折扣因子对最优策略有什么影响？
A：折扣因子减小会使最优策略变得更短视，智能体不愿承担短期风险，即使长期收益更高。

• Q：折扣因子设为 0 会怎样？
A：此时智能体完全只关注即时奖励，会选择当前即时奖励最大的动作，不考虑长期后果。

• Q：所有奖励同时增加相同数值，最优状态价值和最优策略会变化吗？
A：最优状态价值会增加（满足仿射变换公式），但最优策略保持不变。因为这是奖励的仿射变换，
不改变动作价值的相对大小。

• Q：为了让智能体不绕路，需要给每步加负奖励吗？
A：不需要。首先，给所有步骤加相同负奖励是仿射变换，不改变最优策略；其次，折扣因子本身
会激励智能体尽快到达目标，绕路会降低折扣回报。
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